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We show that, contrary to a conjecture of Latteux (1980, RAIRO Inform. Theor. 
12, 185-192), there exist non-rational algebraic languages in the rational cone 
generated by unary languages. This result allows us to answer a question of 
Goldstine (1976, J. Comput. System Sci. 12, 399-419). 
INTRODUCTION 
Les transductions rationnelles introduites par Elgot et Mezei (1965) et 
caract6ris~es n terme de bimorphismes par Nivat (1968) se sont r6v+l~es 
particuli~rement adapt~es fi l'&ude de la complexit~ structurelle des langages 
et ont permis une bonne classification des tangages. On dira qu'un langage 
L~ est plus puissant ou domine un langage L 2 s'il existe une transduction 
rationnelle permettant de passer de L 1 ~ L z. On a, ainsi, &~ amen6 fi 6tudier 
les c6nes rationnels qui sont, justement, les families de langages ferm+es par 
transductions rationnelles. 
Les langages unaires, c'est/t dire les langages d6finis sur un alphabet d'une 
seule lettre sont particuli+rement simples puisqu'on peut les mettre en 
bijection avec les sous-ensembles de N. On peut se demander quels langages 
il est possible d'obtenir par transductions rationnelles ~t partir des langages 
unaires. Pour r6pondre fi cette question on &udie cg(UN), le c6ne rationnel 
engendr6 par la famille des langages unaires, not6e UN, et, en particulier, on 
peut comparer ~(UN) ~ Alg, la famille des langages alg~briques ou 
"context-free." Alors que tout langage appartient au plus petit c6ne rationnel 
clos par &oile et intersection engendr~ partir de UN (Goldstine, 1976), il a 
~t~ montr~ dans (Durieux, 1975) que tout langage alg~brique inclus dans 
a'b* et appartenant ~t~(UN) 6tait rationnel. Ce r6sultat &air &endu dans 
(Latteux, 1980) h tout langage alg6brique born+ et il &ait conjectur6 qu'il 
restait vrai pour tout langage alg6brique, c'est fi dire que l'intersection de Alg 
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et de ~(UN) se r6duisait & Rat, la famille des langages rationnels. Le but de 
cette note est d'&ablir que eette conjecture st fausse en montrant, par 
exemple, que le langage de Goldstine (1972) 
G = {a ]° ca i' ... eaJ'/t >/O, 3i tel que i CJi} 
appartient fi ~(UN). 
RESULTATS 
Un mot infini u sur l'alphabet X est une application de N+ sur X. Le 
langage du mot infini u est 6gal fi l'ensemble des facteurs gauches finis de u, 
c'est fi dire fi {u(1)... u(n)/nE ~q}. 
On notera ~"  la famille des langages d'un mot infini. Tout langage inclus 
dans le langage d'un mot infini est totalement ordonn~ par pr~fixe et sera 
appel6 TOP-langage. On notera TOP la famille des TOP-langages. Pour tout 
langage L, le compl~mentaire d  L sera not~ E et on posera: 
= {E/L ~ ~,'}, 
TOP= {E/L ~ TOe}. 
Pour tout ce qui concerne les c6ne rationnels, le lecteur pourra se reporter au 
livre de Berstel (1979). 
La premiere proposition compare les c6nes rationnels engendr6s, respec- 
tivement, par les familles ~P', TOP et UN qui d~signe la famille des langages 
unaires (d~finis sur des alphabets d'une lettre): 
PROPOSITION 1. c~(Jtr)~ ~(UN) =~(TOP). 
Ddmonstration. Par d~finition, ~¢" ~ TOP, ce qui entraine ~'___ TOP et 
~(~7) c ~(TOP). De m~me, tout langage unaire est le compl6mentaire d'un 
langage unaire qui est un TOP-langage. Donc UNc_ TOP et 
~(UN)c_~(TOP). D'autre part, ~(UN) n'est pas inclus dans ~(~")  
puisque tout langage born6 appartenant fi ~(~7) est rationnel (Latteux, 
1980). Pour achever la d~monstration, il nous reste fi &ablir l'inclusion 
~(TOP) c c~(UN) . 
Soit L'  un TOP-langage d~fini sur l'alphabet X= {x, ..... xn}. Montrons 
que/7/ appartient fi ~(UN). II existe un mot infini u tel que L' soit inclus 
dans L, le langage du mot infini u. Consid6rons l'homomorphisme h de X* 
dans {a}* d6fini par: Vx ~ X, h(x) = a. Alors, B = h(LV~') est un langage 
unaire et il est facile de v~rifier que L' - -h - i (B )UE.  
En effet, si w CE"vE=L\L' ,  alors h(w) E h(L\L')= B et w E h-l(B). 
Done/S' ___ h-l(B)Uff,. 
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R~ciproquement, comme E est inclus dans /]', il suffit de montrer l'in- 
clusion h- I (B )~E '. Prenons w E h-~(B) et supposons que w ELL  Alors, 
h(w) E B = h(L\L'),  il existe w' E L~'  tel que h(w) = h(w') et, comme h est 
injectif sur L, w = w', ce qui est impossible. 
Comme h-~(B)E ~(UN)  qui est clos par union (Goldstine, 1972), il suffit 
maintenant de d6montrer que/]  E ~(UN).  Pour tout i E {1, ..., n }, le langage 
L i = {am/m ~ O, u(m + 1)4:xi} E UN. Doric Lixia* E ~(UN)  ainsi que 
L~-~ s(Lixia* ) od s est la substitution finie d~finie sur XU {a} par s (a )=X 
n t et s(xi) = {x;}. Comme ~(UN)  est ferm6 par union, le langage L"= (,]i=1Li 
appartient aussi ~ ~(UN).  I1 nous reste ~ montrer l'+galit~ entre L" et/]. 
Prenons wE/] .  Alors, w=u(1) . . .u ( j )x iw '  avec xi-- / :u( j+l) .  Par 
d+finition de L i, a J E L iet  u(1) ... u(j) E s(~), x i E s(xi) et w' E s(a*), ce 
qui entraine w E s(aJ xi w ' ) c L ~ ~ L ". 
R+ciproquement, si w E L", il existe i E {1,..., n}, j  E ~et  z =-aJxiz ' avec 
wE s(z) et a /EL i .  Comme la substitution s preserve les longueurs, 
W=Wl.. .WgXiW' avec, VsE{1 ..... j}, w~EX et x i -~u( j+ l  ), ce qui 
implique w E L. II 
Comme le langage alg6brique G = {a J° ca :~ "'" ccdJt >~ O, 3i tel que i :~j~} 
est le compl~mentaire du langage G= {eaeaZe ... eat/t>~O} qui est inclus 
dans le langage d'un mot infini, G E TOP et nous en d~duisons 
imm+diatement le rbsultat annonc6: 
PROPOSITION 2. Le langage algdbrique G = {a%a J ' . . .  cag'/t >/0, 3 i tel 
que i:/:ji } appartient ~ ~'(UN), le edne rationnel engendrd par les langages 
unaires. 
Ce r6sultat 6tablit, donc, l'existence de langage alg6briques non rationnels 
dans le c6ne rationnel unaire (engendr6 fi partir des langages unaires). 
Comme ~(UN)  est 6gal /t ~:(UN), le c6ne rationnel fid+le engendr6 par 
les langages unaires (Ullian, 1971), ~(UN)  est inclus darts ~Y-~(UN), le plus 
petit c6ne rationnel fid+le elos par &6ile et intersection, contenant les 
langages unaires. II existe, donc, des langages alg6briques non rationnels 
appartenant fi J -~(UN), ce qui r~pond fi une question de Goldstine (1976) 
(des r6sultats li6s fi celui-ci apparaissent darts (Turakainen, 1980)). 
En fait, on peut montrer qu'il existe aussi dans ~(7 des langages 
alg6briques non rationnels. Consid+rons, par exemple, le langage 
L = {e} U {ca... ca t- 1 cate#/t >/O, 0 <~j ~ t + 1 } 
qui est l'ensemble des facteurs gauches du langage (~. Alors, L E Jg  et 
EE JT~AIg .  En effet, E est 6gal fi {a, ec, eaa}X*Us(L1UL2)  avec 
X= {a,c}, L I=  {elaiea/e2/ j~i+ 1}, L2= {ela ied/ j> i+ 1} et ot~ s est la 
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substitution rationnelle d6finie sur XU {cl,c2} par s(a)= {a},s(c)=/c}, 
s(cO = X 'c ,  s(eO = cX*. 
Remarquons, d'autre part que si l'on consid6re le cylindre (Autebert, 
1978) engendr6 par les langages unaires (plus petite famille de langages 
ferm6e par homomorphisme inverse et intersection rationnelle, contenant 
UN) que nous noterons Cy(UN), nous n'obtenons plus le m~me r6sultat. En 
effet, si L ~ Cy(UN), il existe L~ c a*, R E Rat et un homomorphisme h tels 
que L =h-~(L I )~R.  Si L est alg6brique, le langage h(L)= 
h(h-I(L1)NR) = L 1 ~ h(R) est un langage alg6brique indus dans a*, donc 
un langage rationnel, ce qui implique que L=h- I (L1)AR= 
h-~(L~ 5~ h(R))5~R est un langage rationnel. Donc: 
PROPOSITION 3. Tout langage algdbrique appartenant dl Cy(UN), le 
eylindre engendrd par les langages unaires, est un langage rationnel. 
Enfin, donnons une propri6t6 des langages du c6ne rationnel unaire qui 
permet d'&ablir la non-appartenance/t ~(UN) d'un bon hombre de langages 
alg6briques. 
Nous dirons que deux langages ont commutativement 6quivalents si tout 
mot de l'un peut &re obtenu /~ partir d'un mot de l'autre par permutation. 
Nous pouvons, alors, &ablir: 
PROPOSITION 4. Tout langage algdbrique L E~(UN) contient un 
langage rationnel bornd qui lui est commutativement dquivalent. 
Ddmonstration. Comme les langages unaires sont des langages 
commutatifs, i L appartient ~t cC(UN), il existe un langage born6 L'___ L 
commutativement 6quivalent h L (Latteux, 1978). Donc, il existe des mots 
W 1 . . . . .  W k tels que L' ___ w* . '  v~ k, ce qui entraine L' ~ L' 1 = 
L N w* ... ~k c_ L et L' 1 est commutativement 6quivalent /t L. Mais, L' 1 est 
un langage alg6brique born6 appartenant / ~(UN) et d'apr6s (Latteux, 
1980), c'est un langage rationnel. II 
L'existence de langages non rationnels appartenant h ~(UN) A Alg am6ne 
naturellement ~t se poser deux types de questions. D'abord, parmi les 
langages unaires, quels sont ceux qui dominent rationnellement un langage 
alg~brique non rationnel? Existe-t-il un langage unaire non rationnel L, 
r~cursivement ~num+rable, t l que ~(L)  ~ Alg = Rat (h notre connaissance, 
on aurait, alors, le premier exemple de c6nes rationnels diff~rents de Rat 
dont l'intersection se r+duit ~t Rat)? Ensuite, si L est un langage unaire 
v~rifiant ~(L )~ Alg 4: Rat, a-t-on n6cessairement E E ~(L)? 
A l'oppos6, que peut-on dire des langage alg$briques appartenant ~t 
~(UN)? Plus pr6cis6ment, on peut se demander s'il existe dans ~(UN) des 
LANGAGES ALGIEBRIQUES ET UNAIRES 
langages alg6briques non rationnels et non ambigus et si 
c~ (UN) ~ Alg = CC (TOP ~ Alg). 
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